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Master Dissertation of Xiamen University
On the vanishing resistivity limit for the
compressible MHD equations
ABSTRACT
This paper is concerned with an initial-boundary value problem of the one-
dimensional compressible isentropic MHD equations with cylindrical symmetry.
Firstly, the global well-posedness of strong solution with large date is established.
Secondly, the non-resistive limit is justified and the convergence rates are obtained.
As a by-product, the global well-posedness of the compressible non-resistive MHD
equations with large data is also proved.
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MHD方程具有以下形式参考文献 ([3, 13, 14]):8>>>><>>>>:
t + div(u) = 0;
(u)t + div(u
 u) +rP = u+ (+ 0)rdivu+ (r B) B;
Bt  r (u B) =  r (5 B); divB = 0:
(1.1)
其中 x 2 R3和 t > 0.这里的未知量 ; u 2 R3; P , B 2 R3分别表示流体的
密度,速度,压力和磁场.  , 0是粘性系数,满足:
 > 0; 30 + 2  0; (1.2)
常数  > 0是电阻系数(磁雷诺数),也可认为是磁场扩散系数.压强 P()通常
是(所谓的 -律):
P() , A; A > 0;  > 1: (1.3)
由于MHD的物理背景重要性和数学上的困难,引来许多物理学家和数学家
对MHD方程进行研究,并得到了很多有价值有意义的结果.例如参考文献 ([3–
5, 7, 8, 10, 13–15, 17, 19]). 以上方程如果去掉磁场 B就是经典的 Navier-Stokes
方程.关于 Navier-Stokes方程的一些经典结论,可以参考文献 ([6, 11, 12, 16]).
方程 (1.1)和 (1.3)描述的是可压(等熵)的带电流体在磁场中的整体运动.更
















化过程,可以参考文献 ([1, 2, 9, 10]).8>>>><>>>>:
t + (u)x + ux = 0;
(ut + uux) = (ux + ux)x   Px   (BBx + B
2
x );
Bt + (uB)x = (Bx + Bx )x:
(1.4)
这里的压强 P()满足 -律 (1.3)并且  = 2+ 0.本文主要研究方程 (1.4)的初
边值问题,其初边值条件如下:8>>>><>>>>:
(; u;B)(x; 0) = (0; u0; B0)(x); x 2 [a; b];
u(a; t) = u(b; t) = 0; t > 0;




0(x; 0) > 0; (0; B0) 2 H1; u0 2 H10 ; (B1; B2) 2 C1([0; T ]): (1.6)
为了研究以上问题,我们先研究更特殊的方程的类似问题,即  = 0.
8>>>><>>>>:
t + (u)x + ux = 0;
(ut + uux) = (ux + ux)x   Px   (BBx + B
2
x );
Bt + (uB)x = 0:
(1.7)
其类似初边值条件为:8><>:(; u;B)(x; 0) = (0; u0; B0)(x); x 2 [a; b];u(a; t) = u(b; t) = 0; t > 0: (1.8)
inf
axb
0(x; 0) > 0; (0; B0) 2 H1; u0 2 H10 \H2: (1.9)
我们得到的第一个结论为:
定理 1.1: 假设方程 (1.7) 具有 (1.8) 和 (1.9) 的初边值条件, 那么对任意的 0 <
















0 < C 1  (x; t)  C <1; 8(x; t) 2 [a; b] [0; T ): (1.10)
对某个正常数 C 成立,并且:8><>:(;B) 2 L
1(0; T ;H1); (t; Bt) 2 L1(0; T ;L2);
u 2 L1(0; T ;H10 \H2); ut 2 L1(0; T ;L2) \ L2(0; T ;H1):
(1.11)
在第三章中,主要研究方程 (1.4)关于 的全局一致估计,并给出 趋于 0的
极限.此即以下的定理:
定理 1.2: (i)假设方程 (1.4) 具有 (1.5) 和 (1.6) 的初边值条件, 那么对任意的
0 < T < 1 这样的一个初边值问题在[a; b]  [0; T ); 上存在唯一的全局强解
(; u;B),并且满足:








(k1=2 _uk2L2 + kBk6L6 + kBBxk2L2 + 2kBxxk2L2)dt  C: (1.13)
其中 C 是与  无关的正常数.
(ii)假设 ( ; u ; B) 和 (; u;B) 分别是方程 (1.4), (1.5), (1.6) 和方程 (1.7),
(1.8), (1.9)在 [a,b] [0,T)上的光滑解,那么,
8><>:(
 ; u ; B)! (; u;B) 强收敛于 L1(0; T ;L2);
Bx ! 0; ux ! ux 强收敛于 L2(0; T ;L2);
(1.14)





















为了证明定理 1.1,先对方程 (1.7)进行先验估计.为简便起见,令 C 是一般
正常数,只依赖于; A; ; T;和初值 (0; u0; B0)(x)的范数.
引理 2.1: 令 (; u;B)是方程 (1.7) (1.8) (1.9)在 [a; b] [0; T )上的光滑解.那么对











































0)(x)dx  C: (2.2)
证明. 在方程 (1:7)1两端乘以 x,得到 (x)t + (xu)x = 0,易得 (2:1).





















dx = 0: (2.3)
引理 2.1得证. 
密度的上界可以用文献 ([5, 18])类似的方法得到.
引理 2.2: 令 (; u;B)是方程 (1.7), (1.8), (1.9)在 [a; b] [0; T )上的光滑解. 那么,
0  (x; t)  C <1; 8(x; t) 2 [a; b] [0; T ): (2.4)
















(u)t = (ux +
u
x
)x   Px   (BBx + B
2
x





















































 (x; t)dxj  C ; k xkL1(0;T ;L1)  C;
由此得到
k kL1(0;T ;L1)  j
Z b
a
 (x; t)dxj+ k xkL1(0;T ;L1)  C; (2.8)
令 Dt , @t + u@x为物质导数并设






































结合事实 C 1  (x; t)  C,就得到 (2:4).而 的有界性从其定义以及  的有
界性可以得到.至此,引理2.2证明结束. 
继续,令“_”为物质导数 _f = ft + ufx并且定义 F 如下:











定义 F 之后,就可以对方程 (1.7)继续进行估计.
引理 2.3: 令 (; u;B)是方程 (1.7), (1.8), (1.9)在 [a; b] [0; T )上的解, F 和“_”

















)udx+ C1(kFk3L3 + kBk6L6) + C: (2.12)
证明. 在方程 (1:7)2两端乘以 x _u,由分部积分可以得到Z b
a


















































P()t + uP()x + P()ux +
P()u
x
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